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HOMOTOPY ANALIZi METODUNUN NOTRON DiFUZYONUNA
UYGULANMASI

Siikran Cavdar”
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Topololoji ve diferansiyel geometrinin temellerinden biri olan homotopy kavramina dayanan
Homotopy Analiz Metodu (HAM) 1992 yilinda Shi Jun Liao tarafindan ortaya konmus ve o
tarihten beri ¢esitli caligmalarla gelistirilmistir. HAM cebirsel, lineer/non-lineer, adi/kismi
diferansiyel ve diferansiyel-integral denklemlere uygulanabilen ve seri ¢oziimler sunan analitik,
Ozyineli bir yontemdir. Yontemin giiclii yanlari, elde edilen ¢oziim serisinin yakinsama hizinin
ve bolgesinin kontrol edilebilmesi ve baslangi¢ varsayimlarinin secimindeki serbestidir.

Yaygin olarak kullanilan, fakat ¢oziimiin uzun, hataya fazlasiyla acik ve ¢ogu zaman eldeki
problemi cozmekte yetersiz kalan analitik yontemler ve giiclii, ya karmasik matematiksel
temelleri ya da dogas1 nedeniyle giiclii bilgisayarlar ve derinlikli programlama bilgisi gerektiren
sayisal yontemler yerine, notron difiizyon denkleminin ¢oziimiinde kolay uygulanabilir ve kabul
edilebilir kesinlikte sonu¢lar veren yontemlerin uygulanip uygulanamayacagi sorusuyla yola
cikan bir dizi ¢alismanin parcast olan bu c¢alismada, HAM sabit kaynak notron difiizyon
denklemine uygulanmistir. Ele alinan problemin ve sinir kosullarinin dogasindan otiirii baslangig
yaklasiminda taban fonksiyonlar1 olarak Fourier tabanlar1 kullanilmistir. Elde edilen sonuclar
yaygin olarak kullanilan Degiskenlere Ayirma Yontemi ve Adomian Ayriklastirma YOontemi
sonuclartyla karsilastirmali olarak sunulmustur.
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HOMOTOPY ANALYSIS METHOD FOR NEUTRON DIFFUSION
CALCULATIONS

The Homotopy Analysis Method (HAM), proposed in 1992 by Shi Jun Liao and has been
developed since then, is based on a fundamental concept in differential geometry and topology,
the homotopy. It has proved useful for problems involving algebraic, linear/non-linear,
ordinary/partial differential and differential-integral equations being an analytic, recursive
method that provides a series sum solution. It has the advantage of offering a certain freedom for
the choice of its arguments such as the initial guess, the auxiliary linear operator and the
convergenge control parameter, and it allows us to effectively control the rate and region of
convergence of the series solution.

HAM is applied for the fixed source netron diffusion equation in this work, which is a part of our
research motivated by the question of whether methods for solving the neutron diffusion equation
that yield straightforward expressions but able to provide a solution of reasonable accuracy exist
such that we could avoid analytic methods that are widely used but either fail to solve the
problem or provide solutions through many intricate expressions that are likely to contain
mistakes or numerical methods that require powerful computational resources and advanced
programming skills due to their very nature or intricate mathematical fundamentals. Fourier
basis are employed for expressing the initial guess due to the structure of the problem and its
boundary conditions. We present the results in comparison with other widely used methods of
Adomian Decomposition and Variable Separation.

Keywords: Homotopy Analysis Method, HAM, Fixed Source Neutron Diffusion Equation
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1. GIRIS

HAM 1992 yilinda Liao tarafindan ortaya konmus, seri ¢oziimler sunan analitik bir yontemdir
[1]. Bu tarihten beri Liao ve baska pek c¢ok arastirmaci tarafindan cesitli bilim ve miihendislik
alanlarinda, lineer ve nonlineer denklemlere basariyla uygulanmistir ([2-23] referanslarinda bazi
ornekleri sunulmustur). Yontemin temel farkliligi ve giiclii yam ele alinan problemin ¢oziim
serisinin yakinsaklik hizinin ve bolgesinin, yakinsaklik kontrol parametresi h (the convergence
control parameters) ile kontrol edilebilir olmasidir. Bu nedenle HAM herhangi bir kabul ya da
kisitlama olmaksizin lineer ve nonliner problemlere uygulanabilmektedir [24].

Yontemin bir diger giiclii yani, probleme uygun taban fonksiyonlarin se¢iminde, baslangi¢
varsayiminin (initial guess), yardimci lineer operatoriin (auxiliary linear operator) ve yakinsaklik
kontrol parametresinin se¢iminde genis bir secim Ozgiirliigiine sahip olunmasidir. Ancak bu
rastgele bir secim yapilabilecegi anlamina da gelmemektedir. Coziilmek istenen problemin tipi
ve sinir kosullari, bu serbestinin sinirlarini belirlemektedir. Bu konuda detayl iki ¢alisma [24] ve
[25] referanslarinda bulunabilir.

Bu calismada HAM sabit kaynak notron difiizyon denklemine uygulanmistir. ikinci boliimde
yontemin temel tanimlarindan, iiclincii boliimde yontemin notron difiizyonuna uygulanmasindan
ve dordiincii boliimde karsilagtirmali sonug¢lardan sézedilmektedir. Son boliim ise bu ¢alismadan
elde edilen sonuclarin degerlendirilmesine ayrilmistir.

2. TEMEL TANIMLAR

Homotopy Analizi Metodu’'nda, N lineer ya da nonliner operatdr, X bagimsiz degiskenler
vektorii, g(x) bilinen bir fonksiyon ve u(x) ¢oziim fonksiyonu olmak iizere,

N, [u; ()] = g:(%), i=1,..1 (1)

biciminde jenerik bir denklem sistemi ele alinir [25]. Yontemin uygulanmasina, ¢oziimii aranan
u(x) fonksiyonunun, bilinmeyen bir €(X;qg) fonksiyonu ile sifirinct dereceden deformasyon

denkleminin (zero-order deformation equation) olusturulmasiyla baslanir. 8(x;q) icin sifirinci
dereceden deformasyon denklemi olusturulursa

(- E[ 6,.(%:9) —u; o () | = gh{N[6,(%:)] - &, (%)} )

biciminde bir denklem elde edilir. (Es.2)’deki sifirinci dereceden deformasyon denkleminde,
qe [0,1] gomiilii parametre (embedding parameter), 7% sifirdan farkli yakinsaklik kontrol

parametresi (non-zero auxiliary parameter ya da convergence control parameter), £ yardimci
lineer operatordiir (auxiliary linear operator). u; ,(x), denklemin baslangi¢ kosulu olmayip u(x)

¢cOziimiiniin baslangi¢ varsayimidir (initial guess).

q=0 iken sifirinc1 dereceden deformasyon denklemi
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£]6,(%:0)—u,o(}) |20 = 6,(%0) =u;,(%) 3)

esitligine dontistir. Bu esitlikten, u;(x) 1n, denklemin baslangi¢ kosulundan farkli bir kavram

oldugunu gérmek miimkiindiir.

g=1 iken ise sifirinc1 dereceden deformasyon denklemi
N[ ED]=g,() = 6E)=u(X) “)

esitligine doniisiir. Elde edilen (Es.3) ve (Es.4) sonuclari, q parametresinin 0’dan 1’e kadar
degistirilmesiyle (ya da deformasyonuyla) ¢Oziimiin u;,(X)’dan u;(X)’ye degisecegini,
dolayisiyla HAM’a gore ¢oziimiin elde edilebilmesi i¢in 6.(X;¢) 'nin bulunmasinin gerektigini
gostermektedir.

6,(X;q) 'nin q=0’dan gq=1"e kadar olan stzkonusu deformasyonu tiimiiyle sifirinc1 dereceden
deformasyon denkleminden elde edilebilmektedir. Bunun i¢in 6nce 6.(x;q), q’ya gore Taylor
serisine agilir. Taylor seri acilim1 yapildiginda

1 0"6,(%;9)

5
m!  dq" ©)

6,(5q) =t o (F)+ Y u,, (D", 1, (¥)=

m=1 q=0

bigimindeki homotopy serisi elde edilecektir. Eger u; ((x), ive £ uygun segilirse =1 igin bu

seri yakinsayacaktir [24, 25].
6,5 1) = 1,0 (B)+ Y 1y, (%) (©)
m=1
Liao’nun yonteminin detaylarin1 sundugu kitabinda [24] ispatladig1 gibi, elde edilen bu seri, bu

denklemin ¢oziimlerinden biri olmak zorundadir. Bu durumda, ele alinan (Es.1) denkleminin seri
¢Ozlimiinii elde etmek i¢in (Es.6)’daki u; , (X) elemanlarin1 bulmak yeterli olacaktir.

HAM’a gore u,,(X) elemanlari m.dereceden deformasyon denklemi yardimiyla elde
edilmektedir. Yontemin ayn1 zamanda Ozyineleme bagintisi olan m.dereceden deformasyon

denklemi (Es.2) denkleminin m defa tiirevi alinarak elde edilmektedir. Buna gore, sifirinci
dereceden deformasyon denkleminin m defa tiirevi alinirsa, m.dereceden deformasyon denklemi,

£y (B) = 2ty 1 (F) | = R, (i, ) (7

bi¢iminde olmaktadir. Bu denklemde, R, ve j,, biiyiikliikleri sirasiyla
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1 "N (6] g (D)

Ri (ﬁi m— )= (3)
Y g™ ‘
q=0
biciminde ve
0, m<l1
X = &)
1, m>1

biciminde ifade edilmektedirler.

(Es.7)’deki 6zyineleme bagintist kullanilarak denklemin ¢dziim serisinin u; , (x) elemanlar1 ve

dolayisiyla ¢oziim serisi elde edilebilmektedir.
3. NOTRON DIFUZYONUNA UYGULAMA

Notron Difiizyon Denklemi bosluk sinir kosullarinin gecerli oldugu genel bir geometri i¢in
yazilacak olursa,

V2¢(F)—K2¢(F):—%, reV,o(F)=0,7eS (10
bi¢cimindedir. Denklemde ¢(7) nétron akisini ve S ndtron kaynagini ifade etmektedir. & ise X,
cikartma tesir kesiti ve D difiizyon sabiti olmak iizere, x* = % biciminde elde edilmektedir.

Bu calismada a uzunlugunda, iki boyutlu ve sabit notron kaynakli kare bir sistem ele alinmastir.
Sistem simetrisinden dolayi, HAM sistemin %’line uygulanacaktir. Bu durumda (Es.10)
denklemi ve sinir kosullar

I°9(xy) 9°(xy) Lo N S
PYCHN e b=y,

—a¢(x’y)=O atx=0 ¢(x,y)=0 atx=a an
ox

99 (x, y)

—==0 aty=0 ¢(x,y):0 aty=a
dy

bicimini alacaktir. Bu denklem (Es.1) denklemi gibi operatorler cinsinden yazilacak olursa

No(xn)]=-3 (12
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ve bu durumda N operatorii

LA

Nzy"i‘ay—z—lf (13)

olacaktir. Buna gore, sabit kaynakli notron difziiyon denkleminin sifirinci derece defromasyon
denklemi

A-£[0(x,y;9)—@,(x, y)]|=qh {N [6(x,y;9)] —%} (14)

biciminde olusturulacaktir.

(Es.14)’e gore, oncelikle ¢,(x,y) baslangi¢ varsayiminin ve £ yardimci lineer operatoriin

belirlenmesinin gerektigi goriilmektedir. Sabit kaynakli nétron difiizyon denkleminin tipi ve
sahip oldugu sinir kosullarindan 6tiirii bu calismada baslangi¢ varsayiminin (initial guess)

¢,(x.y)= D b,Cos(5,y) (15)
n=0

biciminde oldugu kabul edilmistir. Uygunluk agisindan, denklemin sag tarafindaki bilinen kuvvet
terimi de ayni1 tabanlara agilmistir:

g &
B:;anOS(,Bny) (16)

Fourier tabanlarinin ortogonalitesinden yararlanarak s,

o = -D"2S8
" aDf

biciminde bulunur.

(Es.15)’deki varsayimin denklemin sinir kosullarmi saglamasi gerekmektedir. Bu nedenle
y = a ’daki sinir kosulunun saglanabilmesi i¢in £, biiyiikliigiiniin degerinin

_ Cn+D)x

B=—

n=0,1,... aa7)

biciminde olmas1 gerekmektedir.

HAM’m uygulanisi esnasinda baslangic varsayimi diginda, yardimer lineer operatoriin de uygun
bicimde sec¢ilmesi gerekmektedir. Bu calismada yardimci lineer operator, (Es.13) denklemindeki
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operatoriin kendisi secilmistir:

2 2
£=a—2+a—2—x2 (18)
ox”~ dy

HAM’da 6zyineleme bagintisinin bulunmasi i¢in, sifirinct dereceden deformasyon denkleminin
m defa tiirevinin alinmas1 gerekiyordu. Buna gore (Es.14)’iin m defa tiirevi alinirsa;

£[¢m ()C, y) - Zm¢m—1 ()C, y)] = hRm (ﬁm—l) =

(19)
0, (x, ) = £ [1R,, )]+ 2,01 (x.y)  m>0
elde edilir. Denklemdeki R, terimi ise (Es.8), (Es.13) ve (Es.16) denklemleri kullanilarak
%, 1 (x,9) 9°¢ (xy) N
R =—" +—= -x@,,(x,y)+1-x,) ) s,CospB, 20

biciminde ifade edilir. (Es.19)’daki 0Ozyineleme bagintis1 ve (Es.20) esitligi yardimiyla
MATLAB, Mathematica gibi sembolik proglamlama uygulamalar1 kullanilarak kolaylikla seri
elemanlarini hesaplamak olanaklidir. Seri elemanlarindan ilk birkagi biraraya getirilirse

. . X )
¢(X,Y):Z¢m(X»Y):ZoanOS,Bny£1+h2 (“f;!‘) +h* (“Z’?) +j

m=0

21
= 2 2 4
—anCosﬁny R Xt &
rar 2! 4!

esitligi elde edilecektir. Genel kabule uygun olarak ve Adomian Ayriklastirma Yontemi sonuglari
ile karsilastirma yapabilmek amaciyla bu ¢alismada & =—1 alinmistir. Bu durumda (Es. 21);

_N (@)  (a,x)* c x> a’x*
¢(x,y)—zoanOSﬁny(l+ 5 + TR —Zoanos,Bny E+ o (22)

Esitligine doniisecektir. (Es.22)’de goriilebilecegi gibi, bu calismada ele alinan denklem
acisindan sembolik bir uygulama kullanmadan da, ilk iki-ii¢ terimin elle bile hesaplanmasindan
sonra serinin kapali formuna kolaylikla ulasilabilmektedir:

P(x,y)= ; b, Cosf.y Cosh(e,x) — ;Z—} Cosf,y[Cosh(e,x)—1] (23)

x=a i¢in ¢(a,y)=0 sir kosulu gegerlidir. Bu sinir kogulu uygulanarak (Es.23)’deki b, terimi

bulunur. Buna gore (Es.23)’e sinir kosulu uygulanirsa;
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P(x,y)= anCos,Bny Cosh(e,a) — Z 2“2 Cosf3, y[Cosh(a,a)—1]=0

n=0 n=0 "

(24)
_ s, Cosh(e,a)—1 (-1)"2S Cosh(e,a)—1

=b, = 2 - 2
a; Cosh(a,a) Daa; S, Cosh(a,a)

n

elde edilir. Bu sonug tekrar (Es.23)’de yerine konursa (Es.11) denkleminin ¢oziimii elde edilir:

2S «
o), 2
n=0

Elde edilen bu sonu¢ Adomian Ayriklastirma Yontemi ile elde edilen sonug ile aynidir [26]. Yine
(Es.11) denklemi Degiskenlere ayirma yontemi ile ¢oziiliirse elde edilen ¢oziim ifadesi

D"
aﬁﬁn Cosﬁny{l

3 Cosh(anx)} 25)

Cosh(a,a)

2S v (-=1)" Cosh(«,x) S Cosh(xy)
== n - 2
Poa (X’ Y) Da < ,Bnaf Cosh(a,a) Cos(hry) + D«? {1 Cosh(l(a)} (26)

bicimindedir.

3. UYGULAMALAR

Bu uygulamada, 2a=50cm olan kare biciminde reaktor kalbinin simetriden dolay1 ¥4’lik kismi ele
alinmistir. (Es.11)’de ifade edildigi gibi iist ve sol kenarlarda bosluk sinir kosulu; sag ve alt

kenarlarda yansitict sinir kosulu uygulanmistir. Sistem sabitleri Cizelge 1.’de sunulmustur.

Cizelge 1. Sistem sabitleri

Sabit Deger
A (cm) 25

D (cm) 1,77764
T,emb) 1

S 1

Bu uygulamada, Degiskenlere Ayirma yontemi kullamlarak elde edilen sonucun 107’lik
duyarhiligr ilk M=356 eleman toplaminda sagladig1 goriilmiistiir. Bu nedenle M=356 ile elde
edilen sonu¢ tam coOziim olarak kabul edilmisti. MATHEMATICA kullanilarak yapilan
hesaplamalarda HAM ile elde edilen sonucun da aym duyarliligt M=356 icin sagladig
goriilmistiir.

Ayrica, uygulamada elde edilen Degiskenlere Ayirma (DA) ve HAM sonuglart Adomian
Ayrisim Yontemi (Adomian Decomposition Method, ADM) ile elde edilen sonuglar [26] ile
karsilastirmali olarak Cizelge 2. ve Sekil 2.’de, M=356 ve 25x25’lik grid i¢cin HAM sonuglari
Sekil 1.’de sunulmustur.
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4.

Cizelge 2. y=0 icin elde edilen sonuglar

x (cm) HAM ADM DA Hata(x10”)
0,0 4747293 4747293 4747293 5

5,0 46,32885 46,32885 46,32885 5
10,0 42.57155 42.57155 42,57155 6
15,0 35,15265 35,15265 35,15265 7
20,0 22,07556 22,07556 22,07556 1,1
25,0 0,00000 0,00000 0,00000 0

25

a5 + ~

nr

40 +

35 +

15|

30 + \

1] \
wh . \
st \
ok : . ! : : o N
0 5 10 15 20 25 0 s 1o s 20 »s
Sekil 1. M=356 ve 25x25’lik grid i¢in HAM Sekil 2. y=0 icin ADM, HAM ve
¢Oziimii DA ¢oziimleri

TARTISMA VE YORUM

Bu calismada Homotopy Analizi Metodu, sabit kaynakli ndétron difiizyon denklemine
uygulanmigtir. Yapilan hesaplamalar sonucunda, Homotopy Analizi Metodu’nun, Analitik
¢Oziim yontemi olarak yaygin bicimde kullanilan degiskenlere ayirma yontemine gore daha kisa
ve kolay islemlerle yapilan bir ¢6ziim yontemi oldugu hem de yiiksek duyarlikla ayni hizla
yakinsadig1 gdzlenmistir. Ayrica, Homotopy Analizi Metodu 4 = -1 icin Adomian Ayriklagtirma
YoOntemi ile ayni sonucu vermistir.
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